HAVO-VWO Wiskunde D, deel 2,  Hoofdstuk 5


1a.
Ze liggen allebei in het voorvlak van het dak, en ze zijn niet evenwijdig. Ze kunnen elkaar daarom niet "passeren" zonder te snijden. 

1b.
Nee, CF loopt schuin naar voren en AE schuin naar achteren.

2a.
SQD

2b.
GER

2c.
MP
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2d.
BSR

3a. 
QS // PB

3b.
RS1 // QP
QS2 // PS1
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4.
MS1 // PG
S1S2 // PB
S2S3 // GP
S3S4 // S2S1
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5.
MS1 // EG
S1S2 // BG
S2S3 // BE
S3S4 // GE
S4S5 // GB
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6.
TS1 // RQ
S1S2 // RP
S2S3 // QP
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7.


a.
Vlak ABN staat in de eerste figuur. Punt M ligt daar niet in, dus de lijnen zijn kruisend

b.
Vlak AHBM staat in de tweede figuur. Alle vier de punten liggen daarin. Omdat AH en BM niet evenwijdig zijn,  snijden ze elkaar. 

c.
Zie de eerste figuur. M ligt niet in vlak ABN, dus de lijnen kruisen.

d.
Zie de derde figuur. Alle vier de punten liggen in vlak DCHG. CH en MN zijn evenwijdig.
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8.



a.
linksboven: N ligt niet in vlak  MGC dus de lijnen kruisen.


b.
rechtsboven:  N ligt niet in vlak BHM dus de lijnen kruisen


c.
linksonder:  M ligt niet in vlak ABG dus de lijnen kruisen.
d.
rechtsonder: de 4 punten liggen in één vlak. De lijnen zijn niet evenwijdig, 
    
dus ze snijden.

9a.
AE en BF liggen beiden in vlak ABFE, dus de lijnen snijden

9b.
MN en HK liggen beiden in vlak NMHK dus de lijnen snijden

9c.
KGF liggen in vlak BEAF, maar C ligt daar niet in. De lijnen kruisen dus.
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10a. 
zie rechtsonder: het is lijn  S1S2
10b.
zie rechtsonder: het is lijn  AS1 
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a.
S1S2 in de linkerfiguur hierboven
b.
S1S2 rechtsboven. S2 is slecht te zien: het snijpunt van GD en NC.
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12.




a.
linksboven. QS1 // DP  en  PS2 // DQ. De snijlijn is  DS3


b.
rechtsboven.QS1 // BE en PS2 // HG. De snijlijn is  S1S2

13a.

13b.
liggen beiden in vlak BDHF

13c.
Dat punt ligt in ACH (want op k) in op DF.
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13de. rechtsboven.
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14.
beide keren (bijv.) hulpvlak ABGH
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15a.
Hulpvlak ASQE, zie linksonder
15b.
AFQ = AFQR  (QR // FA).  Hulpvlak  ACBE, zie rechtsonder
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19.
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20.

M: 
4, 2 EQ \F(1;2)  , 3
B:
4, 5, 0

E:
4, 0, 3


N:
2, 5, 3 

G:
0, 5, 3

C:
0, 5, 0
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21a

21b.
O = (0,0,0)

B = (4,6,0)
E = (4,0,3)
F = (4,6,3)

G = (0,6,3)

21c.
zie hiernaast

21d.
M = ( EQ \F(4 + 4;2)  ,  EQ \F(2 + 6;2)  ,  EQ \F(3 + 2;2)  )
=  (4, 4, 2 EQ \F(1;2)  )

22a.
C = (0,6,0) en  F = (6,6,6) dus  M = ( EQ \F(0 + 6;2)  ,  EQ \F(6 + 6;2)  ,  EQ \F(0 + 6;2)  ) = (3, 6, 3)

22b.
C = (0,6,0) en Q = (6,0,3)  dus  R = ( EQ \F(0 + 6;2)  ,  EQ \F(6 + 0;3)  ,  EQ \F(0 + 3;2)  ) = (3, 3, 1 EQ \F(1;2)  )

22c.
om 3 te dalen gaat lijn DQ 6 naar voren. Nog 3 verder dalen geeft dus x = 12
de coördinaten zijn daarom S = (12,0,0)

22d.
QP gaat 3 opzij en 3 omhoog. Om bij BF te komen moet de lijn vanaf P nóg 3 opzij, dus ook nog 3 omhoog. De hoogte wordt dan 9. T = (6,6,9)

23a.
B = (6,6,0) en  T = (3,3,8)  dus  M = ( EQ \F(6 + 3;2)  ,  EQ \F(6 + 3;2)  ,  EQ \F(0 + 8;2)  ) = (4 EQ \F(1;2)  , 4 EQ \F(1;2)  , 4)

23b.
C = (0,6,0) en M = (4 EQ \F(1;2)  , 4 EQ \F(1;2)  , 4)  dus  P = ( EQ \F(0 + 4,5;2)  ,  EQ \F(6 + 4,5;2)  ,  EQ \F(0 + 4;2)  ) = (2 EQ \F(1;4)  , 5 EQ \F(1;4)  , 2)

23c.
M = (4 EQ \F(1;2)  , 4 EQ \F(1;2)  , 4)   en S = (3,3,0)  dus  Q = ( EQ \F(4,5 + 3;2)  ,  EQ \F(4,5 + 3;2)  ,  EQ \F(4 + 0;2)  ) = (3 EQ \F(3;4)  , 3 EQ \F(3;4)  , 2)

24a.
H = (-6, 6, 0) en  K = (-6,0,6)  en  P = (-6,0,12)

24b.
A = (6,0,0) en N = (-6,6,12)  dus  het midden is ( EQ \F(6 + -6;2)  ,  EQ \F(0 + 6;2)  ,  EQ \F(0 + 0;2)  ) = (0, 1 EQ \F(1;2)  , 0) 

24c.
C = (0,6,0) en P = (-6,0,12)  dus het midden is ( EQ \F(0 + -6;2)  ,  EQ \F(6 + 0;2)  ,  EQ \F(0 + 12;2)  ) = (-1 EQ \F(1;2)  , 1 EQ \F(1;2)  , 6)

24d.
punt J

24e.
Van M naar D ga je 6 naar links en 6 omlaag.
Om bij de y-as te komen moet je nog 6 extra omlaag, dus ook nog 6 naar links.
Dus kom je bij het punt (0, -6, 0)

25a.
A(3,3,0), B(-3,3,0), C(-3,-3,0), D(3,-3,0), E(3,3,6), F(-3,3,6), G(-3,-3,6), H(3,-3,6)
T(0,0,10)

25b.
Van T naar H wordt x 3 meer, y 3 minder en z 4 minder.
Om in het Oxy-vlak te komen moet z  nog 6 minder worden, dus nog 1 EQ \F(1;2)  keer zoveel.
Dan zal x dus 1 EQ \F(1;2)  ( 3 = 4 EQ \F(1;2)   meer worden en y zal 4 EQ \F(1;2)   minder worden.


Dan kom je in het punt  (3 + 4 EQ \F(1;2)  , -3 - 4 EQ \F(1;2)  , 0) = (7 EQ \F(1;2)  , -7 EQ \F(1;2)  , 0)

25c.
Op dezelfde manier:  Van  T naar E neemt x  3 toe, y  3 toe en z 4 af.
Dat wordt 4 EQ \F(1;2)   en 4 EQ \F(1;2)   voor x en y dus kom je in het punt  (7 EQ \F(1;2)  , 7 EQ \F(1;2)  , 0)

In de volgende opgaven noteren we bijv.  de verplaatsing x 3 groter en y 4 kleiner en z 2 groter als  EQ \B(\A( 3;-4 ;2 )) 
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26


a.
M = (4,0,1 EQ \F(1;2)  ) dus  verplaatsing  PM is  EQ \B(\A(4;-1 ;-1,5 ) )  die moet vanaf M nog een keer:
 EQ \B(\A(4; 0; 1.5) )  +  EQ \B(\A(4;-1 ;-1.5 ) )   geeft  punt  S(8, -1, 0)

b.
PQ is de verplaatsing   EQ \B(\A(4;4; -1) )   en die moet vanaf Q nog twee keer:
 EQ \B(\A(4; 5; 2) )  + 2 (  EQ \B(\A(4; 4; -1) )  geeft punt  T(12, 13, 0)
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27.



a.
T(3,3,8) en C(0,6,0)  dus  M(1 EQ \F(1;2)  , 4 EQ \F(1;2)  , 4) 

T(3,3,8) en B(6,6,0) dus verplaatsing BT is  EQ \B(\A(-3;-3 ;8 ) )   en    EQ \F(1;4)  daarvan is  EQ \B(\A(-0.75;-0.75 ;2 ) )  
Dus punt  P is  (6-0.75, 6-0.75, 0 + 2) = (5 EQ \F(1;4)  , 5 EQ \F(1;4)  , 2)
MP is de verplaatsing   EQ \B(\A(3.75;0.75 ;-2 ) )   en die moet vanaf P nog een keer.

Dat geeft  D = (5 EQ \F(1;4)   + 3 EQ \F(3;4)  ,  5 EQ \F(1;4)   +  EQ \F(3;4)  , 0) = (9, 6, 0)

b.
T(3,3,8) en  A(6,0,0) dus verplaatsing  TA is  EQ \B(\A(3; -3; -8) )   en die moet vanaf T  EQ \F(1;4)  keer
dat is   EQ \B(\A(0.75;-0.75 ;-2 ) )   dus punt  Q is  (3 +  EQ \F(3;4)  , 3 -  EQ \F(3;4)  , 6) = (3 EQ \F(3;4)  , 2 EQ \F(1;4)  , 6)
P = (5 EQ \F(1;4)  , 5 EQ \F(1;4)  , 2)  (zie vraag a)  dus  verplaatsing  QP is  EQ \B(\A(1.5;3 ;-4 ) )  
Die moet vanaf punt  P nog   EQ \F(1;2)   keer dus dat wordt verplaatsing  EQ \B(\A(0.75;1.5 ;-2 ) )  
E wordt dan  ( 5 EQ \F(1;4)  +  EQ \F(3;4)  , 5 EQ \F(1;4)  + 1 EQ \F(1;2)  , 2 - 2) = (6, 6 EQ \F(3;4)  , 0)

c.
T(3,3,8) en  C(0,6,0) dus  M(1 EQ \F(1;2)  , 4 EQ \F(1;2)  , 4)
Q = (3 EQ \F(3;4)  , 2 EQ \F(1;4)  , 6)  (zie vraag b)  dus verplaatsing  QM is   EQ \B(\A(-2.25;2.25 ;-2 ) )  
Die verplaatsing moet vanaf  M nog  twee keer, dus verplaatsing   EQ \B(\A(-4.5; 4.5; -4) )  
Dat geeft punt  F = (1 EQ \F(1;2)  - 4 EQ \F(1;2)  , 4 EQ \F(1;2)  + 4 EQ \F(1;2)  , 4 - 4) = (-3, 9, 0)
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28.a.
Hiernaast. (de stippellijnen zijn hulplijnen en horen niet bij het bovenaanzicht)

28b.
H(-2, 2, 6)
A(6,6,0) en T(0,0,9) dus G(3,3,4 EQ \F(1;2)  )
verplaatsing  HG is  EQ \B(\A(5;1 ; -1.5 ) )  
Die moet vanaf G nog drie keer:
dat wordt dan verplaatsing  EQ \B(\A(15;3 ; -4.5 ) )  
S wordt dan  (3 + 15, 3 + 3, 4 EQ \F(1;2)  - 4 EQ \F(1;2)  )
dat is  (18, 6, 0)

Constructie van G: Het snijpunt van  HG en IF.

29a.
Pythagoras in driehoek  ADM:  32 + 42 = 52 

29b.
(AMD = (BAS (Z-hoeken) en  (BDM = ( ABS (Z-hoeken) en (ASB = (MSD (overstaande hoeken). Dus de driehoeken hebben dezelfde hoeken.

29c.
AS : SM = AB : MD = 6 : 3 = 2 : 1

29d.
verdeel AM in drie gelijke stukken. Als AS : SM = 2 : 1 dan is AS dus twee van die stukken (en SM één zo'n stuk), en twee van de drie is  EQ \F(2;3)  deel.

29e.
AS =  EQ \F(2;3) ( 5 = 3 EQ \F(1;3)  
30a.
Het is het snijpunt van  AN met TS.
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30b.
Neem hulpvlak TAC.
PNQ is gelijkvormig met SAQ
TN =  EQ \F(1;4)  TC, dus  PN =  EQ \F(1;4)  SC =  EQ \F(1;4)  AS
Dus is SAQ vier keer zo groot als PNQ
TP =  EQ \F(1;4)  TS =  EQ \F(1;4)  ( 8 = 2, dus  PS = 8 - 2 = 6
PQ : QS = 1 : 4
Dus is  QS =  EQ \F(4;5)  PS =  EQ \F(4;5)  ( 6 = 4 EQ \F(4;5)  
S is het punt  (4, 4, 4 EQ \F(4;5)  )
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31ab.


Neem hulpvlak OBDF. Dat snijdt OEG volgens snijlijn OS. 
P is het snijpunt van OS en BD.

Driehoeken PDS en PBO zijn gelijkvormig (zandloperfiguur)
Omdat S het midden van DF is (diagonalen in bovenvlak), is  SD : OB = 1 : 2.
Dus is ook OP : PS = 2 : 1, dus  OP =  EQ \F(2;3)  OS.

S = (1 EQ \F(1;2)  , 2, 5) dus OS is de verplaatsing   EQ \B(\A(1.5; 2 ; 5 ) )   en  EQ \F(2;3)   daarvan is   EQ \B(\A(1; 4/3; 10/3) )  
P is het punt  (1, 1 EQ \F(1;3)  , 3 EQ \F(1;3)  )

31cd.
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Dit is bijna dezelfde opgave als 30ab. Het enige verschil is dat nu  SD =  EQ \F(1;4)  OB

Dus  OQ : QS = 4 : 1  en   OQ =  EQ \F(4;5)  OS

S = ( EQ \F(3;4)  , 1, 6)  dus verplaatsing  OS =  EQ \B(\A(0.75; 1; 6) )   dus verplaatsing  OQ =  EQ \B(\A(0.6; 0.8 ; 4.8) )  

Q = ( EQ \F(3;5)  ,  EQ \F(4;5)  , 4 EQ \F(4;5)  )
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32a.


Kies hulpvlak OMCQ, dan is OP de snijlijn van  AMPQ met AOE, en S het snijpunt van  OP met CM. 

32b.
MP =  EQ \F(1;2)  OC ( want P is het midden van AE).

Dus  MP : OC = 1 : 2

Driehoeken OSC en  PSM zijn gelijkvormig, dus ook  OS : SP =  2 : 1

Dus  OS =  EQ \F(2;3)  OP.  en omdat P = (2,2,1 EQ \F(1;2)  )  is de verplaatsing  OS   EQ \F(2;3)  van  EQ \B(\A(2;2 ; 1.5) )  
Dat is   EQ \B(\A(4/3; 4/3; 1) )    dus  S = (1 EQ \F(1;3)  , 1 EQ \F(1;3)  , 1) 

33a.
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Kies hulpvlak ACGE, dan is de snijlijn van ACGE en EFGD lijn EG.
Punt Q is het snijpunt van  AP met EG.

33b.
Driehoek PGQ is gelijkvormig met driehoek AEQ
Omdat  PG : GC = 2 : 4 = 1 : 2  is ook  PQ : QA = 1 : 2
Dus  AQ =  EQ \F(1;3)  AP.
Verplaatsing AP is gelijk aan    EQ \B(\A(-4; 12; 6) )   dus verplaatsing AQ is   EQ \B(\A(-4/3; 4; 2) )  
D[image: image25.wmf]OAS

DE

P

GF

BC

R

AB

S

OC

GD

EFR

P

zijaanzicht

vooraanzicht

an is Q = (4 -1 EQ \F(1;3)  , 0 + 4, 0 + 2) = (2 EQ \F(2;3)  , 4, 2)

33c.


33d.
R ligt op  EF, dus PR ligt in vlak PFE.

Teken een lijn door E evenwijdig aan PF. 
Het snijpunt van die lijn met de x-as is punt R

33e.
In het zijaanzicht kun je x-coördinaat van R vinden:
PRG is gelijkvormig met PSC. PD = 2 en PC = 6, dus  PD : PC = 1 : 3

Dus ook RG : SC = 1 : 3, dus  SC = 3 ( RG = 3 ( 4 = 12
De x-coördinaat van  S is dan  OS = SC = 12  dus  S = (12,0,0) 

34a.
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34b.
KF ligt in vlak ATB, dus het is het snijpunt van KF met AB.

34c.
T(0,0,8) en B(6,6,0)  dus F(3,3,4)
E(3,-3,4) en T(0,0,8) dus K(1 EQ \F(1;2)  ,-1 EQ \F(1;2)  , 6)


KF is verplaatsing  EQ \B(\A(1.5; 4.5 ; -2 ) )    en die moet nog twee keer om in het grondvlak te komen.
Dus vanaf F nog verplaatsing  EQ \B(\A(3;9 ;-4 ) )  
Dat geeft punt P(6, 12, 0)

34d.
Leg hulpvlak TDB door IL.
Dan is de snijlijn van  TDB met ACT de lijn  [image: image27.wmf]T
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TS (S het midden van het grondvlak)
Het gevraagde punt  Q is het snijpunt van  TS met IL.

34d.
Vlak TDB staat hiernaast. 
TLV is gelijkvormig met TDS.
Omdat TL : TD = 1 : 4  is ook  LV : DS = 1 : 4, dus  LV =  EQ \F(1;5)  DS


SI =  EQ \F(1;2)  SB =  EQ \F(1;2)  DS
Dus  SI : LV =  EQ \F(1;2)  :  EQ \F(1;5)   =  EQ \F(5;10)   :  EQ \F(2;10)   = 5 : 2
LQV is gelijkvormig met IQS, dus ook  SQ : VQ =  5 : 2, dus  SQ =  EQ \F(5;7)  SV.
Omdat TV =  EQ \F(1;4)  TS = 2, is  SV = 8 - 2 = 6 en dus  SQ =  EQ \F(5;7)  ( 6 = 4 EQ \F(2;7)  
Q is het punt  (0,0, 4 EQ \F(2;7)  )

37a.
foto a:  AD, BC, EH


foto b:  AB, DC, HG


foto c:  HD, EA, FB

37b.
foto a + b:  DH, AE, BF
foto c:  EH, FG, AD

37c.
de foto's zijn vanaf een ander standpunt gemaakt, dus andere ribben lopen naar de fotograaf toe of van de fotograaf af.
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38.
 horizon VW 


39.

40a.
De lijnen AB en EF lopen niet van de waarnemer af of naar de waarnemer toe.

40b.
Het centrum is het snijpunt van  BE en AF

41a.
foto I; de horizon is de hoogte van de ogen van Jan en als hij ligt moet die lager zijn dan de ogen van Miep.

41b.
foto II vanaf ooghoogte van Miep. foto III nog hoger.
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45.
Snij LF met DB en LG met DC

46a.
hieronder links.

46b.
hieronder rechts staat het bovenaanzicht.
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Verplaatsing  LE is nu  EQ \B(\A(4; 0; -6) )   dus  EE' is daar  EQ \F(2;3)  deel van. Dan is E' = (6 EQ \F(2;3)  , 0, 0)

Verplaatsing  LR is   EQ \B(\A(4; 4 ; -8 ) )   dus  RR' is daar   EQ \F(1;4)   deel van. Dan is  R' = (5, 5, 0)

De oppervlakte is een groot vierkant waar twee kleinere vierkanten en vier rechthoekige driehoeken af moeten. De oppervlakte is:
(6 EQ \F(2;3)  ( 6 EQ \F(2;3)  ) - (4 ( 4 ) - ( EQ \F(5;3)  (  EQ \F(5;3))  - (2 (  EQ \F(1;2)  ( 5 (  EQ \F(5;3)  ) - (2 (  EQ \F(1;2)   ( 4 (  EQ \F(8;3)  ) = 6 EQ \F(2;3)  
47a.
links hieronder
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47b.

als de knik verdwijnt moeten  LR' en PQ elkaar snijden. Dus ligt L in het vlak door P, Q en R. Snij bijv. RQ met CG, dat geeft punt S. Trek dan een lijn door S evenwijdig aan RP. Het snijpunt met DH is punt L.  zie rechtsonder (vlak PQR is RSLT)
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47c.
Omdat P, Q en R de middens zijn is de verplaatsing van R naar Q gelijk aan de verplaatsing van Q naar S, dus ligt S op hoogte 6. Verder is verplaatsing SL gelijk aan verplaatsing RT, dus ligt L op hoogte 10.
Kies als oorsprong D en  DA als x-as en  DC als y-as.
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Het bovenaanzicht is als hiernaast.
LP is verplaatsing   EQ \B(\A(4; 2; -6) )   en  PP' is daar  EQ \F(2;3)  deel van. Dus P' heeft coördinaten (6 EQ \F(2;3)  , 3 EQ \F(1;3)  , 0)


Op dezelfde manier vinden we  E' = (6 EQ \F(2;3)  , 0, 0) en   
G' = (0, 6 EQ \F(2;3)  , 0)
Het bovenaanzicht ziet eruit als hiernaast. 
Het is een vierkant van  6 EQ \F(2;3)   bij 6 EQ \F(2;3)   waaruit een kleiner vierkant van 4 bij 4 en een driehoek zijn weggelaten.
De oppervlakte is daarom  
(6 EQ \F(2;3)  ( 6 EQ \F(2;3)  ) - (4 ( 4) -  ( EQ \F(1;2)  (  EQ \F(10;3)  (  EQ \F(10;3)  ) =  22 EQ \F(8;9)  
48a.
Nee; dan moet de lijn  LB de lijn AC snijden. Dat kan alleen als L lager dan B ligt, en dan krijg je geen schaduw op tafel, maar schijnt de lamp omhoog.

48b.
Als de lamp in een verticaal vlak (loodrecht op de tafel) door twee van de drie punten ligt, dan liggen de schaduwpunten daarvan op één lijn, en valt er een knik weg.
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51.
Snij AB met de horizon, dat geeft punt P.
Snij BC met de horizon, dat geeft punt Q.
PC en QA snijden elkaar in het gezochte vierde punt D.

52.
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